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Resum

La férmula general de capitalitzacié té en compte només el creixement del valor d'un
capital atenent que els tipus d’interés de les successives reinversions sén positius. Pero
quan considerem una successié de tipus EURIBOR a 1 dia i calculem els corresponents
valors finals, veiem que aquest creixement no és uniforme sind que presenta intervals de
temps amb forta acceleracié i d’'altres amb acceleracié negativa.

Ens plantegem, doncs, la necessitat de formular de nou la llei general de capitalitzacio
de manera que inclogui aquestes caracteristiques i arribarem a la ja coneguda equacio
diferencial (de segon ordre) del creixement i a la solucié general.

Per tal de poder trobar la solucié particular per a cada cas concret ens proposem fer una
estimacié amb les dades que disposem utilitzant les técniques que ens ofereix I'analisi de
dades funcionals i, més concretament, les técniques de suavitzacié amb funcions B-spline.

Creiem oportu incloure un apéndix en qué de manera molt resumida, perd entenedora,
exposem els principis basics de I'ajust amb funcions splines seguit d'un breu resum de
I’analisi de dades funcionals i acabem amb la definicié de les bases de les funcions splines.

Podem considerar que aquesta primera aproximacid ha resultat satisfactoria sobretot
tenint en compte les dificultats que planteja I'estimacié de funcions estrictament creixents
i amb forca variabilitat.
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ANTECEDENTS

L'any 1871. Stanley Jevons en la seva obra The Theory
of Political Economy. Reprint. Edited by R. D. Collison
Black. Harmondsworth: Penguin Books, 1970 va formular
els principis que més tard hem interpretat com la llei gene-
ral de capitalitzacio.

A partir d'aleshores Insolera en la seva obra «Curso
de Matematica Financiera y Actuarial» i posteriorment
altres autors van aplicar el raonament de Jevons en el cas
d'un capital sotmés a un procés de capitalitzacio.

1 FORMULA GENERAL DE CAPITALITZACIO
Considerem un capital C(t) sotmes a un procés de capitalit-
zacio aquell que els interessos que ha anat produint s'han
anat acumulant immediatament al capital. Aixd suposa
que tant el capital C(t) com el propi temps t sén funcions
continues, entenent-se que la primera és una funcié conti-
nua del temps i que la segona és la variable independent
real.

Igualment suposarem que el tipus d'interées que s'ha
d’aplicar en cada instant, és una funcié continua del temps
que representarem per ©(?). Si el capital C(t) esta invertit
durant un infinitésim de temps: dt, els interessos produits
per aquest capital seran:
C(t) - p(t)-dt=dC(t)
(O]
Aquesta equacié diferencial es pot resoldre facilment;
per fer-ho passem C(t) al segon membre i a continuacié
integrem:
InC(@) +k = [p(e)dt
(2)
On k és la constant que s'ha sumat a qualsevol integral
indefinida.

Es del tot il-ldgic que el valor d'un capital depengui d'una
constant indeterminada; pero si tenim en compte que tot
procés de capitalitzacié té una data d'inici (0) i que també
finalitza en un instant concret (T), hauriem de considerar
I'anterior integral com a definida, i obtenim:

C(t) = C(0)-exp [}p (t) dz}

(3)

La integral definida:

[P

@)

Mesura els interessos acumulats per una unitat monetaria

durant el periode de capitalitzacié que va des de I'instant
inicial 0 fins el moment final T.

2 CAPITALITZACIO CONTINUA

A TIPUS D’ INTERES CONSTANT

A la practica no s'acostuma a utilitzar el régim general
de capitalitzacio ja que la seva aplicacié és molt enutjo-
sa i se substitueix per la capitalitzacié continua o, tal com
es denomina en la literatura anglosaxona, la capitalitza-
cié composta continuament, que vol dir que el valor fi-
nal d'un capital es pot obtenir aplicant un tipus de interes
constant per tot el periode.

Si en la férmula general de capitalitzacio, resolem la inte-
gral de I'exponent del segon membre, tindrem que:

C(T) = C(0)-exp }p(l)dt = C(0)- "D

(5)

2.1 DEDUCCIO TRIVIAL DEL TIPUS &

Si considerem que p(r) és constant durant tot el periode
de capitalitzacié: p(r) = 6, de manera que un cop integrada
la funcié, resulta 0 - T; a posteriori aixo significa que el va-
lor de la funcio @(T) també és igual a J - T. Aixi:

{p(t)=CONSTANTE(5, VtE(O,T)} = @(T)=6T

(6)
| d’aquesta manera hem obtingut com a valor final:

oT
C(T) = C(0)-e
@
La forma més comoda d'obtenir el tipus d'interes en ca-

pitalitzacié continua consisteix a aillar d de I'equacié (6),
i resulta:

590
T

®)
Es evident que I'aproximacié de £ (f) per una constant sera
més bona quan més petit sigui el periode de capitalitzacio
i la substitucié de o (¢) per  no plantejara cap problema si
At és un infinitésim.

2.2 DESCOMPOSICIO EN PERIODES SUCCESSIUS
DE CAPITALITZACIO

Podem utilitzar una propietat de la integral definida,
la qual ens permet descompondre l'interval total
d'integracié en subintervals tan petits com desitgem.

Aixo és dividint I'interval total d'integracié (0,7') en sub-
intervals parcials consecutius de manera que l'origen
del primer subinterval és igual a 0 i I'extrem del darrer
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és igual a T, i si, a més a més, fem que I'extrem de cada
subinterval sigui l'origen del segUent d‘acord amb
I'esquema dissenyat a la figura 1.

Tenint en compte el que acabem de dir, podem descom-
pondre l'interval d'integracié en els subintervals descrits
en la figura 1, d’aquesta manera l'integral (4) quedaria
escrita de la manera seglent:

f,o(t)dt =j'p(t)dt+j'p(t)dt+j'p(t)dt+...+ j’lp(t)dt+ jp(t)dt

Iy
(9)
A cadascuna de les integrals anteriors podem aplicar-hi
el teorema del valor mig, la qual cosa significa que existeix
un conjunt de parametres ©,,0,,...,0, que verifiquen
I’equacio seguent:

fp(t)dt =j'p(t)dt+j‘p(r)dz+j'p(t)dz+...+ fp(t)dt+ fp(t)dt =

= At p(ty +6, 'Atl)"’A[z plt,+0, AL)+.+ At plt, +©,AL,)
(10)
T
Amb aixo, la integral fp(t)dz

0
es potescriure de manera equivalent mitjancant I'expressio:

T n
f,O(l‘)dl = EAti .p(ti—l +0, 'Ati)
0 = -

Tenint en compte que totes i cadascuna de les expressions
At -/o(t[_1 +0, ~Az,.)que apareixen en el segon membre
de (11) queden reduides a constants, les quals podem
designar per 6,(7,_,,2,), i resulta:

}p(z)dt =§Az, Pt +0,-At) =251(I‘_1,If) “At,
0 = =]
(12)

Amb la qual cosa el valor final d’un capital C(0) col-locat
en un regim de capitalitzacié definit per una funcié
continua ©(¢) que hem deduit segons la férmula (5) es pot
calcular de manera equivalent mitjancant una successio
de capitalitzacions compostes continuament amb els tipus
d'interes discrets ([5,- (t,-_l,f,-) i=1, 2,---,11]), i els valors

finals obtinguts sén idénticament iguals:

fp () dt

0=ty

C(T) = C(0) - exp

< o) = C(O)~exp[2 6,(t1.1) ~Ar,}

(13)

2.3 FACTORS DE CAPITALITZACIO UNITARIS

Si considerem que el capital inicialment invertit és d'una
unitat monetaria el segon membre de la segona equacio
de (13) queda:

exp[E 8,(t101) -Ar,]
=t

Cadascuna de les exponencials que apareixen rep el nom

de factor capitalitzacié que de manera generica podem
. s

designar per e’

Per exemple, si el tipus anual de capitalitzacié continua és del
6%, el factor de capitalitzacié unitari és: " =1,06183655.
Si s’ha invertit un milié d’euros el valor final al cap d'un

any és:1.000.000x1,06183655 =1.061.836,55€.

2.4 INTERPRETACIO I LIMITACIONS DE 5i(t i1l l.)
Sempre que els intervals de temps siguin suficientment
petits és indiferent aplicar la primera o la segona de les
(13). Si considerem que el termini més petit utilitzat en
els mercats financers és un dia (TN) i que els tipus sempre
son anuals, I'increment de f expressat en anys seria igual
a:At = s 0,0027397260 = 0,00274 anys.

EXEMPLE 1

Considerem una successi6 de tipus EURIBOR a 1DIA,
des de 31 de desembre de 1998 fins a 31 de desembre
de 2009 (figura 2)'. Utilitzant la terminologia feta servir
a l'apartat 2.2 disposem d’una serie temporal de 4.019
tipus diaris: io ,il ,iz ,---,i4018, de manera que considerats
conjuntament configurarien una funcié o(t) de la qual
desconeixem I'estructura funcional, pero si sabem que
el valor final d'una unitat monetaria invertida durant
els 4.019 dies als tipus diaris corresponents ens donaria
a 1 de gener de 2010 un valor final de 1,3875733. Aquesta
operacié és completament licita atés que coneixem els ti-
pus diaris abans de fer la reinversio2.

També podriem calcular els tipus d'interés equiva-
lents en capitalitzacié continua mitjancant la férmula:
O (diari) = ln(l P )

36000

Hem dividit els tipus EURIBOR per 36.000 perqué:
e la convencié utilitzada en els mercats monetaris
de 'EUROZONA és considerar I'any comercial de 360 dies
en les operacions a curt termini i,
e els tipus EURIBOR estan expressats en percentatge.

Amb tot aixo disposariem de la série temporal de tipus
en capitalitzacié continua: 6,0 |, 0 ,,..., 0,4 Que ens
proporcionen els mateixos valors finals.



A la figura 3, hem representat I'evolucié dels valors fi-
nals assolits durant aquest periode de temps. De la simple
observacié podem extreure les conclusions segients:
e La serie de valors finals és creixent atés que els tipus
d‘interés sén sempre positius.
e El creixement no és uniforme. Es a dir, la corba
presenta un comportament irregular passant de convexa
a concava i viceversa, la qual cosa significa que I'equacié
diferencial plantejada (1) representativa de I'evolucié
del valor final d'un capital i la seva solucié6 que és una
funcié exponencial del tipus:

exp [}p (®) dt}

no soén suficients per capturar totes les caracteristiques
de la forma (shape) de la corba representada a la grafica.

3 FORMA DE LA CORBA DE CREIXEMENT: PUNTS
D’INFLEXIO

Hom pot pensar que, encara que el creixement no sigui
uniforme i sostingut, no paga la pena tenir en compte
els pocs canvis en l'acceleracié que se’'n dedueixen de les
grafiques.

Pero si calculem el valor aproximat de les derivades sego-
nes a partir dels valors capitalitzats obtinguts, utilitzant
la formula:

C(tm) B C(ti) _ C(ti) B C(ti—l)

C”(t,-) — ti+1 _ti ti _ti—l
L — 1

(14)

i aplicant, ara, aquesta férmula, calculem els valors aproxi-
mats de la derivada segona de les col-locacions a 1DIA,
un resum del qual es pot veure a la taula 1, on hem tro-
bat els valors aproximats de la derivada segona pel mes
de gener de 1999, i veiem que ha canviat de signe 8 vega-
des durant el periode d'un mes.

Podriem fer el mateix prenent diferents periodes, perd
per no allargar innecessariament el procés, hem dividit
el periode total d'observacié en 16 intervals iguals
que contenen 250 observacions cadascun, més un addicio-
nal de només 16 valors finals; en cadascun d'aquests in-
tervals hem comptat el nombre total de canvis de signe
que representen en mitjana un 31% amb un pic del 49%
en el periode comprés entre el 8/4/09 i el 13/12/09 i un mi-
nim del 19% en l'interval de temps que va des del 5/11/05

al 12/7/06, resultats que presentem a la taula 2.

Tenint tot el que acabem de veure respecte al comporta-
ment i evolucié de la funcié valor final d'un capital, podem
formular les hipotesis segUents:
e La funcié C(t) és mondtona, creix sempre que els tipus
d'interes siguin positius; per tant, la derivada primera
haura de ser positiva.
e La funcié C(t) pot ser concava o convexa depenent
de I'interval de temps que es consideri, la qual cosa signi-
fica que la derivada segona no té signe constant.

Per tal de poder incorporar aquestes hipotesis ens propo-
sem modificar el model especificat per I'equacié diferen-
cial (1) i la seva solucié (2) representativa del valor final
d'un capital segons el que expliquem a I'epigraf segUent.

4 VELOCITAT I ACCELERACIO DEL CREIXEMENT
DEL VALOR ACUMULAT
En comptes de velocitat i acceleracio en el creixement
del valor acumulat, podriem utilitzar un llenguatge menys
«fisic» i parlar de:

e corba creixent o decreixent, i

e forma de la corba i/o de concavitat, convexitat i punts

d'inflexio.
O de manera equivalent de:

¢ Derivada primera positiva o negativa

¢ Derivada segona negativa o positiva
Pero preferim fer servir aquesta nomenclatura perquée
té un sentit més grafic i potser més proper a allo que volem
explicar.

Considerem el valor final d'un capital en I'instant de temps
t, = C(t,); en aquest moment el valor acumulat creix a una
velocitat V(¢;) que, tal com hem vist a les representacions
grafiques de I'evolucio del valor final d’un capital, sera di-
ferent de la velocitat assolida en I'instant z,,, = V' (¢,,,).
Aquesta darrera consideracio ens permet introduir el con-
cepte d'acceleracié del creixement del valor final d'un
capital: I'acceleracié és el canvi de velocitat per unitat de
temps:

Vi, )-VE) AV,
Acceleracio (t,) = () V() _AV(E)
lin =1 Ati
(s)

Per tal de poder determinar I'equacié d'acceleracié hem
de fer algunes hipotesis respecte al comportament de la
diferéncia de velocitats V' (z,,,) -V (¢,):

' Aquestes dades s’han obtingut del web del Banc d’Espanya.

2 No tenim en compte la data valor, I'Unic que faria seria retardar la col-locacié en dos dies i retardar també la reinversié, perd suposem que no altera el

valor final de la inversid.
3 L'explicacio d’aquesta formula es pot trobar a I'epigraf A.6 de I’Apéndix.
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a) Es evident que aquesta diferéncia tendira a ser més
gran (petita) quant més gran (petit) sigui l'interval
de temps considerat f, | —f, de manera que sense
pérdua de generalitat podem dir que V(t,,)-V(¢,)
sera directament proporcional a I'amplitud de I'interval
lin —1;
b) També dependra de la velocitat assolida en el moment
t, = V(t,); suposarem, doncs, que la diferénciaV (¢,,,) -V (t,)
és, també, directament proporcional a V(¢,), que és
la velocitat en el punt inicial de I'interval considerat.
¢) Finalment, considerem que aquesta diferencia
de velocitats depen d'un parametre variable w(¢,) que
representa el canvi en la velocitat i per aquesta rad
el denominarem parametre d’acceleracié; quant més
gran sigui w(t;) més gran sera |'acceleracio; per tant,
la diferéncia V' (t.,,) =V (¢;) també sera directament propor-
cional al parametre d'acceleracié w(z,).
Amb tot aixd tenim que l'increment de velocitat:
AV(t,)=V(t,)-V(t,) és directament proporcional a cadas-
cuna de les magnituds segients:
¢ A l'interval z,,, -,
¢ A la velocitat inicial V' (¢,)
e Al parametre d’'acceleracié (desconegut) w(?,)

Escrivint I'equacié (de proporcionalitat composta), que re-
laciona l'increment de velocitat amb aquestes tres varia-
bles:

Vi, ) -Ve)=VE) w) (&, -t)

Podem expressar I'equacio d’acceleracié (15) com:
V(t,)-V,)

N _ AV@)
TSV W) = S

i+l i i

= V(ti)' W(ti)
(16)

Aixo ens permetra obtenir w(t,).

Quant,,, —t, = At, tendeix a zero, es transforma en dt i si la
funcié V'(¢;) és continua®i diferenciable amb continuitat,
esdevé en dV (¢), amb la qual cosa tenim:

dv(t)
—==V(t) w(t
7 @) w(t)
(17)
: dv(t) . i
Tenint en compte que ““’ representa l'acceleracié 4(r),
dt

resulta que:
A@) =V () w()
(18)

I aillant w(?), tenim:

w(t) = %’;

(19)

Es a dir, que w(¢) representa la ratio d’'acceleracié respecte
a la velocitat, o sigui que és I'acceleracié relativa i significa
que l'acceleracié del creixement del valor acumulat (valor
capitalitzat) es mesura com una fraccié de la velocitat.
Ateés que:
@=V(l‘) w=w=l4(t)
dt dar’ dt

(20)

| substituint I'equacié (18), resulta:

d’C(t dc(t
O _ (- 9CO
dt dt

@n
Equacié diferencial de segon ordre que resolta ens propor-
cionara una féormula més general de I'evolucié del capital
acumulat que la deduida a I'epigraf 1, que només té en
compte la velocitat en el creixement del capital acumulat.

5 RESOLUCIO DE I’EQUACIO DIFERENCIAL
d*C(t) dcC(t)
= 1) ——=
dr’ W) dt

Es molt senzilla de resoldre, perd per fer-ho encara més

senzill, anomenen:

y(t)a 9C0  per tant, WO _ d*C()

(22)
Substituim aquests resultats a (21):

DO _

i w(1): y()

(23)

Separem les variables, queda:

D) _

= w(t)-dt
y()
(24)
Fem les operacions i les integrem per tal d'aillar y(?):
cdv(t) p
——=(w@®)dt = yu)=y0) exp|[w(t)dt
£ o4
(25)
Desfent el canvi de variable (22), queda:
% = y(O)'expr(t)dt]
(26)

Separant variables:

de(u) - f y(0)~exp[}w(z)dz] du

7)
Integrant:

t

C(1) = C(0) + f y(O)‘exp[}w(t)dt] du
' (28)

4 Quan es faci I'estimacié d’aquest model no solament s’ha d’'imposar la condicié de continuitat sind també la diferenciabilitat de la funcié de velocitat.



En la qual y(0) és el valor de la derivada de C(¢) que com
hem vist és la velocitat del creixement del valor final

en el punt 0, és a dir:

_[dC@)
o5,

Ates que els tipus d’'interés EURIBOR no sén negatius,
la funcié C(r) és positivai monotona creixent, en conse-

dC(t)
5

guéncia la seva derivada primera, y(¢) = també

ha de ser positiva.

Aquestes dues restriccions s’han de tenir en compte quan
s'intenti fer una estimacié de la funcié d'acceleracié w(¢).

6 DE LES DADES DISCRETES

ALESDADES FUNCIONALS

A I'exemple 1 hem comprovat que el creixement dels va-
lors finals en cada venciment no és uniforme atés que
es produeixen canvis en la velocitat del creixement.
Ens agradaria, perd, poder aplicar la teoria de I'evolucié
del valor final expressada per I'equacié diferencial (21) i la
solucié formulada a (28).

Tenint en compte que estem interessats en I‘evolucié
de l'acceleracié del creixement del valor final, necessitem
ajustar una funcié w(¢) que la seva derivada tercera sigui
diferent de zero, perd com que la w(¢) és la derivada sego-
na del creixement del valor final del capital, si ajustéssim
un polinomi hauria de ser de grau 5.

Encara que aquesta série temporal de valors finals obser-
vats sigui discreta, presenta unes caracteristiques de crei-
xement, de concavitat i/o de convexitat similars a les d'una
funcié analitica explicita: f(x). De manera que si aquesta
funcio és creixent acompleix que f'(x) >0 i per saber si és
concava o convexa cercariem el signe de la seva derivada
segona en un punt o en un interval segons desitgéssim,
i el mateix podem dir de la funcié d'acceleracio.

Es evident que si no trobem un procediment d'ajust de cal-
cul rapid i eficient, la teoria sobre I'evolucié del creixement
del valor final d’un capital no podria ser contrastada i que-
daria en una mera elucubracié teorica; afortunadament
no és aquest el cas ja que encara que algunes de les carac-
teristiques de creixement del valor final queden amagades
o0 com a minim emmascarades pel caracter discrecional de
les dades, es poden posar de manifest mitjancant I'analisi
de dades funcionals (Functional Data Analysis: FDA).

La forma explicita que ens ofereix I'analisi de dades fun-

cionals per representar qualsevol punt de valor final
és mitjancant el parell ordenat (¢,,y,), on el primer ele-
ment correspon al temps i el segon, el valor obtingut
en aquella data.

Si assumim [|'existencia d'una funcié x que doéna origen
als valors finals obtinguts, podem presentar les dades mi-
tjancant el model:
Y, =xt)+¢,

(29)
On x(#,) és una funcié suavitzadora, amb la qual cosa
hem passat les parts anguloses de les observacions inicials
al terme d'error que també subsumeix els errors
d’observacié. Hem transformat, doncs, les observacions
discretes en dades funcionals.

La suavitzaciéo de les dades es pot dur a terme utilit-
zant splines, en el nostre cas, seguint I'analisi de dades
funcionals de Ramsay i Silverman, farem servir un sistema
de base de splines o B-splines d'acord amb la terminologia
utilitzada per Carl de Boor (2001)>, la qual es pot consultar
a I'apendix B, i que utilitzarem aqui a les aplicacions prac-
tiques que desenvolupem a continuacié.

7 AJUST PER MQO AMB B-SPLINES

7.1 FACTORS DE CAPITALITZACIO UNITARIS
(FCU) AMB TIPUS A 6 MESOS

Una unitat monetaria s'inverteix a 6 mesos al tipus EURI-
BOR del dia, tenint en compte el segUent: el dia de venci-
ment es renova automaticament durant 6 mesos més fins
que es pugui i si el dia de la renovacio hi ha mercat, el tipus
d'interes sera el d'aquell dia; si no hi ha mercat es pren
el tipus del darrer dia habil; per exemple, si la renovacié
cau en diumenge prendrem el tipus del divendres anterior
i si no és possible el del dijous i aixi successivament fins arri-
bar a la darrera reinversié®. L'evolucié dels tipus EURIBOR
a 6 mesos es pot veure a la figura 4.

Considerem I'evolucié dels valors finals d'aquesta unitat
monetaria a 6 mesos, invertida el 31 de desembre de 1998
(inversid inicial) fins al 31 de desembre de 2010 que és la
darrera reinversi6 que es liquidara el 30 de juny de 2011, i,
per tant, sera I'Gltim valor final, mentre que el primer valor
final observat correspon al primer venciment el 30 de juny
de 1999 (tercera columna de la taula 3).

La representacio grafica del conjunt discret de valors finals
obtinguts en cada venciment es pot veure a la figura 5 (li-
nia puntejada); les dates de venciment estan expressades
en anys i fraccio d’any.

A continuacié fem un ajust utilitzant el métode que hem

5 Capitol IX, pagina 87 i seglents.
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explicat a I'epigraf B9 de l'apendix; les funcions bases
emprades en l'estimacié son d'ordre 6 (grau 5) i com
el nombre de nodes interiors és de 23, el nombre de splines
sera igual a 29. Els valors obtinguts en I'ajust es poden veu-
re a la quarta columna de la taula 3 i la seva representacid
grafica a la linia continua de la figura 5.

Com podem observar els valors ajustats compleixen
la condicié de ser creixents en qualsevol moment pero no
sempre sera aixi com podem veure a |'ajust segtient.

7.2 VALORS FINALS AMB TIPUS A 1 MES

Si amb el mateix criteri calculem els valors finals amb
els tipus EURIBOR a 1 MES, podem veure en la figu-
ra 7 que els valors ajustats durant els tres darrers mesos
de la mostra sén decreixents; a la figura 8 hem represen-
tat els 26 Ultims valors reals i ajustats i podem compro-
var, com a partir del dotze, els valors ajustats es comencen
a comportar de manera estranya, de forma que s’assoleix
un maxim tres mesos abans de finalitzar la serie de valors
observats.

8 AJUST AMB FUNCIONS

ESTRICTAMENT MONOTONES

Quan es troben amb aquest entrebanc, Ramsay i Silver-
man (2005) proposen com a funcié d’ajust, una funcié
estrictament monotona (creixent); per fer-ho parteixen
de la hipotesi que si estimem la velocitat del creixement,
la funcié obtinguda ha de ser positiva, de manera que
si d'acord amb (29) designem per a x(¢) la funcié sua-
vitzadora, la derivada d’'aquesta funcié la fem igual
a una exponencial natural amb un exponent de la forma
W (1), és a dir:

dx
P [W(f )]
(30)

La solucié s'obté integrant els dos membres:

x(t) =B +fexp[W(u)] du
! @1

On f és la constant d'integracié, haura de ser estimada
a partir de les dades.

L'equacié (28) que expressa el valor final del capital,
en aquest cas és:

t

x(0)= B, + B f exp “w(t) dr

fy

du

fy

(32)

On hem substituit:

C(t) per x(t); C(0) per B, y(0) per B, que evidentment mai
pot ser nul-la i, finalment, 0 pert,amb la finalitat de gene-
ralitzar la solucié donada per (28).

Aquesta és la mateixa equacié que la que hem obtingut
a (31), substituint queda:

W(u) = j'w(t) dt +log 3,

fy
33)
Quin paper juga la funcié w?
e Suposem que w(t) =0 V¢ llavors segons (32)
tenim la solucié:
x(t) = B, + pit

* Si w(t) és una constant diferent de zero, la solucié (32)
és: x(¢) = B, + Be". Aqui I'exponent és lineal respecte al
temps i el propi parametre d’acceleracié.
* Si w(?) és una funcio, el comportament de x(¢) depen-
dra dels valors que prengui t; per exemple, si és a prop
de zero, el seu comportament sera lineal; si f, és positiu,
llavors els valors positius de w(¢) implicaran, localment, un
creixement exponencial i si és negatiu, el comportament
de creixement sera asimptotic.

9 IMPLICACIONS DE L’AJUST AMB B-splines
L'ajust amb B-splines planteja més dubtes a més a més del
creixement estricte, que convé resoldre’ls abans d’endinsar-
nos en |'estimacio practica:
e D'acord amb laregla donada a I'epigraf B.2 de I'apéndix,
respecte al nombre de graus de llibertat que determina
el nombre de funcions bases que utilitzarem en I’ajust, es
planteja el problema que aquest sempre sera més gran
que el nombre d'observacions. La pregunta que ens for-
mulem és: aixd invalida o questiona d’'alguna manera
I'estimaci6 per B-splines?
e L'estimacio per MQO amb funcions B-spline és correcta?
O dit d'una altra manera, quin criteri es fa servir per de-
terminar la bondat de I'ajust?
e Fins ara hem triat com a nombre de nodes el de les
observacions i els hem fixat a la mateixa ubicacié, pero
I'eleccié del nombre de nodes i la seva ubicacié influeix
en la bondat de I'ajust?
e La variabilitat de la funcié estimada representa un en-
trebanc per considerar com a bo un ajust?

9.1 EL BIAIX DE ’ESTIMACIO

El métode d’estimacié amb B-splines consisteix a trobar
els parametres que minimitzen la suma d’errors al qua-
drat, de manera que de l'equacié (29) de dades funcio-
nals y, = x(¢,) + ¢, resulta que la funcié6 a minimitzar és:

Sy -x@)] .

6 Tampoc tenim en compte la data valor perqué considerem que no té cap incidéncia important, atés que només retardaria en dos dies tota la série tant a

la data d'inici com la de venciment.
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Per a valors grans de la mostra el biaix de I'estimaci6 ve
donat per:
Biaix[ ()] = x(¢) - E[%(?)]
(34)
I, quan la grandaria de la mostra tendeix a infinit, el biaix
tendeix a zero.

9.2 LA VARIANCIA DE I’ESTIMACIO

Una de les raons de la suavitzacié és la de reduir la influen-
cia del soroll sobre la variacio de la funcié estimada x; per
tant, estem interessats que la variancia de I'estimacio

Var[30)] = E{x) - EGOT

(35)
sigui la més petita possible o, com a minim, que no sigui
innecessariament alta.

9.3 ’ERROR QUADRATIC MITJA (EQM)
Es defineix per la formula seguent:

EOM[i(t)] = E {[;%(t) —x(0) 2}
(36)

Mitjancant aquesta férmula esperem assolir, entre d'altres,
els mateixos objectius que amb la variancia de I'estimacio.

9.4 RELACIO ENTRE BIAIX, VARIANCIA I ERROR
QUADRATIC MITJA
Existeix una senzilla relacié entre aquestes tres eines, és:

EQOM [i(t)] = Biaix® [i(t)] + Var[fc(t)]

(37)
Aquesta relacié ens diu que si volem reduir el biaix ha
de ser a costa d'incrementar la variancia i reciprocament.
Ramsay i Silverman’ han fet una simulaci6 amb 10.000
mostres aleatories i el principal resultat ha estat: .../a va-
riancia mostral s’incrementa rapidament quan utilitzem
un nombre molt (excessivament) gran de funcions bases,
pero el quadrat del biaix tendeix a disminuir cap al zero
al mateix temps. |1 en I'exemple practic que consideren:
Veiem que els millors resultats de I'error quadratic mitja
(es refereixen al minim de I'EQM) s’obté quan utilitzem
entre 10 i 12 funcions bases.

9.5 QUANTIFICACIO DE LA RUGOSITAT (ROUGH-
NESS)®

Considerem les dades representades amb ° a la figura 8 i
dos ajustos: un que segueix bastant la rugositat de les ob-

servacions i una altra estimacié que és una linia recta i que
només té en compte la tendéncia i, que per tant, ignora la
variabilitat de les dades originals.

Figura 8

En general, la rugositat d'una corba es mesura pel qua-
drat de la derivada segona i si volem incorporar-lo a I'ajust
d’una funcio, és necessari que expressem la rugositat en
«unitats de funcié» en comptes de «unitats de derivada»,
per aquesta rad hem de calcular la integral, amb la qual
cosa, la mesura natural de la rugositat és:

PEN, (x) = f[x"(t)]zdt
(38)

On PEN, (x) indica la penalitzacié per curvatura i x"(¢) la
derivada segona de la funcié.

9.6 APLICACIO A L’ESTIMACIO MQ
En el model y = x(t) + ¢, els estimadors MQO s'obtenen mi-
nimitzant la suma d'errors al quadrat: e'e =| y — x(t)|'| y — x(t)|
Aquesta funcié es penalitza d'acord amb el valor de (38)
multiplicat per un parametre de penalitzacié. Llavors la
suma penalitzada d’errors al quadrat és:

PENMQ; =|y - x(t)[]y - x(t) | +A-PEN, (x)
39

El parametre 4 és conegut amb el nom de parametre de
penalitzacié®:
e Si A és molt gran, la corba ajustada pot arribar a ser una
linia recta, com I'exemple de la figura 8.
e A mesura que el parametre A disminueix, augmenta la
rugositat de la corba estimada i s’ajusta millor a les dades
originals, perd s’incrementa la variabilitat de la suavit-
zacio.
e El valor atribuit al parametre A depén del valor de
PEN, (x); hem de triar doncs entre curvatura de la funcio
suavitzadora i error de I'estimacio.

7 Obra citada, pag 68.

8 En els pocs manuals i articles que hem trobat, sobre tot en castella, s’ha traduit per corba angulosa. Aqui hem preferit utilitzar la traduccié directa de la
terminologia anglesa perqué ens sembla que recull més fidelment el que els autors de Boor, Ramsay i Silverman, entre molts d'altres, volen expressar.
9 L'explicacioé sobre la funcionalitat del parametre lambda es pot trobar a: http://127.0.0.1:15065/library/fda/html/smooth.basis.html
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Finalment convé tenir en compte que la corba
interpoladora no varia arbitrariament ja que és la corba
més suau, diferenciable dues vegades, que millor' s’ajusta

a les dades.

10 RESPOSTA A LES IMPLICACIONS DE L’AJUST
AMB B-SPLINES
En el treball «Splines, knots, and penalties», Paul H.C.
Eilers i Brian D. Marx"" fan un estudi comparatiu entre
alguns metodes de suavitzacié flexibles, entre els quals
inclouen el de les bases de les B-splines. A continuacié
en resumim les conclusions i ho fem intentant seguir
I'ordre que hem plantejat les implicacions de I'ajust
amb B-splines a I'epigraf 11:
e El nombre de B-splines no té per qué ser inferior
al nombre d’observacions sempre que els nodes estiguin
igualment espaiats. Aquest resultat ja va ser demostrat
teodricament per Boor'?, perd no ho va verificar de ma-
nera empirica. Els autors de referéncia, entre d'altres's,
han demostrat mitjancant la simulacié aquesta
asseveracié. A l'aplicacio practica ho tindrem en compte
i posarem els nodes interiors igualment espaiats.
Aquesta distribuci6 del nodes, Ramsay i Silverman
I'anomenen fine.
e Respecte a l'estimacié per MQO ja hem comentat
a l'epigraf anterior la necessitat de penalitzar-los i,
segons demostren els autors de referéncia, les B-splines
permeten una eleccié flexible del parametre de penalit-
zacio.
e Finalment, volem destacar les propietats «absolutes»
seglients del metode de suavitzacié amb B-splines:
o Tenen propietats numeriques excel-lents.
o Permeten informacié que es pot visualitzar facilment.
o Les funcions base de les B-splines estan espaiades
de manera que ens permeten resoldre bé problemes
a gran escala.
o L'ordre de les B-splines i el nivell de penalitzacid
es pot triar de manera independent.

Totes aquestes recomanacions i propietats les farem
servir a continuacio en l'aplicacié practica que estem duent
a terme.

11 FACTORS DE CAPITALITZACIO UNITARIS A UN
MES

11.1 AJUST AMB RESTRICCIO DE CREIXEMENT I
PENALITZACIO

A la taula 4 resumim tota la informacié necessaria per
comencar a fer la suavitzacié amb restriccié de creixement.
Veiem que el nombre de nodes és igual al d’observacions,
133 en total; que I'ordre de les splines és 6, amb la qual cosa
el grau sera igual a 5. D'aquesta manera ens assegurem
la derivabilitat amb continuitat de la funcié d'acceleracié.

Tenint en compte la formula que hem explicat a I'apartat
B.2 de I'apéndix, trobem que el nombre de funcions bases
sera de 137; aixi estem en condicions d'aplicar el que hem
exposat a I'epigraf 10 per obtenir una suavitzacié de les
dades que les representem juntament a la figura 10: podem
veure que la corba estimada és monotona creixent sense
cap mena de rugositat pero que, al final, en els darrers
nodes es dispara, amb la qual cosa no quedem satisfets
amb aquest resultat. A més a més, també en els intervals
[1,2,3], [28 a 69] i [106 a 126]. Es a dir, en un total de 66
nodes, els valors estimats de la suavitzaci6 monodtona es-
tan per sobre de les observacions, mentre que en un total
de 67 nodes les observacions sén més grans que les estima-
cions. En resum hem aconseguit una suavitzacié creixent
perd a costa d'un error a la estimacié excessivament gran.

Hem fet una altra suavitzacié imposant la condicié que
la funcid6 estimada sigui monotona creixent amb
una penalitzacio sobre la integral de la derivada segona

al quadrat igual a 2 i un parametre de suavitzacio
de A=10"". La representacié grafica que es pot veure
a la figura 11 ha millorat una mica el resultat perque
el darrer valor estimat és 1,415774, mentre que el corres-
ponent a I'estimacié anterior era 1,434065. De totes mane-

res encara estem lluny del valor real que és de 1,4075981.

11.2 SUAVITZACIO AMB PENALITZACIO A LA CURVATURA
Hem fet una estimacié per minims quadrats amb una
penalitzaci6 a la derivada segona i un parametre
de suavitzaci6 de A=10""". Els resultats d’'aquesta
estimacié es poden veure a la figura 12 que els podem
considerar satisfactoris, atés que els errors sén relativament
petits (figura 13) i només comencen a ser grans al voltant
dels nodes exteriors, pero aixd és un problema generic
de l'estimaci6 amb polinomis, i les B-splines no deixen
de ser-ho encara que amb un cert grau de sofisticacié.

© Ramsay i Silverman diuen “exactament” op. Cit pag. 85.

" Publicat al 2010 amb © de John Wiley & Sons, Inc. WIREs Comp Stat.
2 De Boor (2001)

3 Eilers & Marx (2010)
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12 LA SUAVITZACIO AMB NODES EQUIDISTANTS
Un cop s'ha assolit I'objectiu de suavitzar una serie
de dades discretes, arriba el moment d’interpolar. Aixo
es pot fer definint una successié de nodes interiors equidis-
tants, mantenint pero els dos nodes exteriors i els corres-
ponents valors de la variable que hem estimat.

Podem triar qualsevol xifra i en aquest cas hem elegit 200
com el nombre total de nodes, la denominacié que uti-
litzen Ramsay i Silverman per definir aquesta successié
de nodes equidistants és: fine. D'aquesta manera
es verifica que s'acompleix 'objectiu principal d’aquest
treball: coneixer quins son els factors de capitalitzacid
intermedis quan els

periodes de capitalitzacio

son superiors al dia.

12.1 INTERPOLACIO DELS FACTORS DE CAPITA-
LITZACIO UNITARIS

Utilitzant la mateixa funcié de suavitzacié que hem
fet servir a 13.2, hem calculat la interpolacié elegint
un tempsfine igual a 200 i mantenint els dos nodes
i els valors estimats per aquests. La representacié grafica
es pot veure a la figura 14.

A la figura 15 s’observa la representacié grafica de la velo-
citat del creixement dels factors unitaris de capitalitzacio
també per a la mateixa successié de nodes. Cal destacar
que encara que els valors son petits, son sempre positius;
la velocitat de creixement es redueix drasticament en els
dos extrems, sobretot al final del periode considerat.

I, finalment a la figura 16 hi ha representada I'acceleracié
del creixement dels factors de capitalitzacié unitaris. Aqui
si que es veu clarament la reduccié de la velocitat quan
els tipus d'interes de la reinversié s’han reduit de manera
drastica.

13 EXTENSIONS DE LA INTERPOLACIO

A més a més, si les suavitzacions es fan sempre amb
la funcié smooth monotone i amb una successié de nodes
fine per a tots els terminis possibles superiors al dia i amb
els mateixos nodes exteriors, es poden fer interpolacions
de manera que per als terminis més curts serien extra-
polacions, i aixd ens permetria fer previsions dels factors
de capitalitzacié unitaris a una setmana, a un mes, etc.,
a partir de suavitzacions fetes amb terminis de tres mesos,
de sis mesos i fins i tot d'un any si es disposen de series
una mica llargues.

TAULES I FIGURES

Taula 1
Punts d'inflexié aproximats dels factors de capitalitzacié unitaris a
1 dia durant el primer any.

Dates Temps VF a 1DIA | Derivada Forma de
segona la corba

31-12-98 |0 1

01-01-99 | 0,0027397 | 1,0000901 | 0,0005412 | CONVEXA
02-01-99 | 0,0054795 | 1,0001803 | 0,0005413 | CONVEXA
03-01-99 | 0,0082192 | 1,0002704 | 0,0005413 | CONVEXA
04-01-99 | 0,0109589 | 1,0003606 | -0,0827543 | CONCAVA
05-01-99 | 0,0136986 | 1,0004495 | 0,0005265 | CONVEXA
06-01-99 | 0,0164384 | 1,0005385 | 0,0190400 | CONVEXA
07-01-99 | 0,0191781 | 1,0006277 | 0,0005299 | CONVEXA
08-01-99 | 0,0219178 | 1,0007169 | 0,0005299 | CONVEXA
09-01-99 | 0,0246575 | 1,0008061 | 0,0005300 | CONVEXA
10-01-99 | 0,0273973 | 1,0008954 | 0,0005300 | CONVEXA
11-01-99 | 0,0301370 | 1,0009846 | 0,0005301 | CONVEXA
12-01-99 | 0,0328767 | 1,0010739 |-0,0179932 | CONCAVA
13-01-99 | 0,0356164 | 1,0011628 | -0,0365231 | CONCAVA
14-01-99 | 0,0383562 | 1,0012513 |-0,0365329 | CONCAVA
15-01-99 | 0,0410959 | 1,0013392 |-0,1106556 | CONCAVA
16-01-99 | 0,0438356 | 1,0014254 | 0,0004946 | CONVEXA
17-01-99 | 0,0465753 | 1,0015116 | 0,0004946 | CONVEXA
18-01-99 | 0,0493151 | 1,0015979 | -0,1477696 | CONCAVA
19-01-99 | 0,0520548 | 1,0016819 | -0,0736688 | CONCAVA
20-01-99 | 0,0547945 | 1,0017648 | 0,0560656 | CONVEXA
21-01-99 | 0,0575342 | 1,0018486 | 0,0375419 | CONVEXA
22-01-99 | 0,0602740 | 1,0019329 | 0,0746297 | CONVEXA
23-01-99 | 0,0630137 | 1,0020183 | 0,0004854 | CONVEXA
24-01-99 | 0,0657534 | 1,0021038 | 0,0004854 | CONVEXA
25-01-99 | 0,0684932 | 1,0021892 | 0,1302933 | CONVEXA
26-01-99 0,0712329 | 1,0022767 | 0,1488727 | CONVEXA
27-01-99 | 0,0739726 | 1,0023663 | -0,1663912 | CONCAVA
28-01-99 | 0,0767123 | 1,0024535 | -0,0180441 | CONCAVA
29-01-99 | 0,0794521 | 1,0025403 | 0,0747035 | CONVEXA
30-01-99 | 0,0821918 | 1,0026283 | 0,0005145 | CONVEXA
31-01-99 | 0,0849315 | 1,0027163 | 0,0005146 | CONVEXA
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Taula 2 Figura 4
Distribucié dels punts d'inflexié durant tot el periode d’observa- Tipus EURIBOR a 6 mesos.
cio. "
Data Data final Observa- Punts Pl / Obser- :
inicial cions d'inflexio vacions :j
01/01/99 | 07/09/99 250 72 29% “
08/09/99 | 14/05/00 250 80 32% .
15/05/00 | 19/01/01 250 82 33% "
20/01/01 | 26/09/01 250 95 38% .
27/09/01 | 03/06/02 250 74 30%
04/06/02 | 08/02/03 250 71 28%
09/02/03 | 16/10/03 250 73 29% Taulad S o
Factors de capitalitzacié unitaris a 6 mesos i I'ajust.
17/10/03 | 22/06/04 250 65 26%
23/06/04 27/02/05 250 52 21% Observacions | Temps VF6M VF6M fit
28/02/05 | 04/11/05 250 54 22% ! 0,498630 1.016240 1.016215
05/11/05 | 12/07/06 250 48 19% 2 1,002740 1,030840 1,030063
13/07/06 | 19/03/07 250 60 24% 3 1.501370 1.049180 1.05053
20/03/07 | 24/11/07 250 82 33% 4 2,005479 1,074844 1.075052
25/11/07 | 31/07/08 250 87 35% > 2,501370 1.100962 1.100152
01/08/08 | 07/04/09 250 104 42% 6 3,005479 1.125570 1.124376
08/04/09 | 13/12/09 250 120 48% / 3,501370 1.143996 1.145652
1212109 1 010110 5 . 7% 8 4,005479 1,164706 1,164369
TOTALS 2019 1226 31% 9 4,501370 1,181103 1,180269
10 5,005479 1,193786 1,194578
Figura 1 11 5,504110 1,206907 1,207649
Divisié de I'interval d'integracié en subintervals parcials. 12 6,008219 1,220471 1,220408
13 6,504110 1,234082 1,233118
| | | e | 14 7,008219 1,247315 1,247163
=0 ! b b ba b W=T 15 7,504110 1,263852 1,263546
A At At A, A 16 8,008219 1,284865 1,284470
17 8,504110 1,309756 1,310212
18 9,008219 1,338642 1,340920
Figura 2 19 9,506849 1,370510 1,372912
Evolucio dels tipus EURIBOR a 1 dia. 20 10,010959 1,406431 1,402397
[ — 21 10,506849 1,427645 1,424616
22 11,010959 1,437291 1,438902
. 23 11,506849 1,444467 1,446614
24 12,010959 1,452138 1,452168
25 12,506849 1,461096 1,460349

00
311208 312099 sz 30 320 N2 3204 310208 a2 31207 31208 311209

Figura 3

Evolucio dels factors de capitalitzacié unitaris des de gener de
2001 fins a desembre de 2009. El temps esta expressat en fraccid
d’any.

0.0830 017 17502 58 34174 250 50835 017 67507 583 84179 25010085 10917

Hi ha 25 observacions (nodes); la primera i la darrera co-
rresponen als nodes exteriors, per tant, hi ha 23 nodes
interiors. El temps esta expressat en anys i fraccié d'any.
VF6M indica els valors assolits per una unitat monetaria in-
vertida el 31 de desembre de 1998 i la darrera xifra el valor
que s'assolira el 30 de juny de 2011. A la darrera columna
hi ha els valors finals estimats a les mateixes dates.
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Figura 5

Representacié de les xifres indicades a la taula 3.

Els valors ajustats formen una corba continua perqué aixi esta es-
pecificat en les bases de les B-splines.

Valors finals a 6M

° VFoM
—— VF6M fit

0,50 2,50 4,50 6,50 8,50 10,511 2,51

Figura 6
Tipus EURIBOR a 1 mes.

Tipus EURIBOR a1 mes

Figura 7

Valors finals reals calculats amb I'EURIBOR a 1MES i valors finals a
1MES estimats sense restriccions.

Es pot observar com al final del periode la corba comenca a tenir
pendent negatiu, fet que es contradiu amb la teoria perqué els
tipus, encara que petits, sén sempre positius. A la figura 8 hem
representat només els darrers valors i es pot veure en més claredat
el maxim i I'error comés a I'estimacio.

: o VF1mes Real
funmesfit
1,20

0,08 1,08 2,00 3,09 4,09 5,09 6,09 7,09 8,09 9,00 10,091 1,09

Figura 8

Darreres 26 observacions i els valors ajustats.

Valors finals assolits observats mensualment amb tipus EURIBOR a
1MES a partir del nove any i I'estimacié amb funcions spline sense
restriccions; es pot veure com a mesura que ens acostem al node
exterior (extrem per la dreta) els valors estimats es «disparen» i
s'allunyen de les dades.

< VF1mes real
vfunmesfit

9,01 9,42 9,84 10,251 0,67 11,09

Figura 9

Observacions discretes, ajust amb variabilitat alta i ajust sense ru-
gositat.

Els punts representats per ° indiquen les observacions, la corba en
blau un ajust amb poca penalitzacié per rugositat i la linia morada
un ajust amb una penalitzacié molt alta.
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Taula4
Nodes, ordre de les splines, nombre de funcions bases, creaci6 de
les B-splines, nodes interiors

> knots <- dadesvfunmes$temps

> knots

[1] 0.08493 0.16164 0.24658 0.32877 0.41370 0.49589 0.58082 0.66575
[9] 0.74795 0.83288 0.91507 1.00000 1.08493 1.16438 1.24932 1.33151
[17] 1.41644 1.49863 1.58356 1.66849 1.75068 1.83562 1.91781 2.00274
[25] 2.08767 2.16438 2.24932 2.33151 2.41644 2.49863 2.58356 2.66849
[33] 2.75068 2.83562 2.91781 3.00274 3.08767 3.16438 3.24932 3.33151
[41] 3.41644 3.49863 3.58356 3.66849 3.75068 3.83562 3.91781 4.00274
[49] 4.08767 4.16438 4.24932 4.33151 4.41644 4.49863 4.58356 4.66849
[57] 4.75068 4.83562 4.91781 5.00274 5.08767 5.16712 5.25205 5.33425
[65] 5.41918 5.50137 5.58630 5.67123 5.75342 5.83836 5.92055 6.00548
[73] 6.09041 6.16712 6.25205 6.33425 6.41918 6.50137 6.58630 6.67123
[81] 6.75342 6.83836 6.92055 7.00548 7.09041 7.16712 7.25205 7.33425
[89] 7.41918 7.50137 7.58630 7.67123 7.75342 7.83836 7.92055 8.00548
[97] 8.09041 8.16712 8.25205 8.33425 8.41918 8.50137 8.58630 8.67123
[105] 8.75342 8.83836 8.92055 9.00548 9.09041 9.16986 9.25479 9.33699
[113] 9.42192 9.50411 9.58904 9.67397 9.75616 9.84110 9.92329 10.00822
[121] 10.09315 10.16986 10.25479 10.33699 10.42192 10.50411 10.58904
10.67397

[129] 10.75616 10.84110 10.92329 11.00822 11.09315

> norder <- 6
> norder
(116

> nbasis <- length(knots) + norder - 2
> nbasis

[1]1137

Taula4
continuacié

> vfbasis <- create.bspline.basis(range(knots), nbasis, norder, knots)
> vfbasis

Basis object:

Type: bspline

Range: 0.08493 to 11.09315
Number of basis functions: 137

Order of spline: 6

[1] * Interior knots”

[1] 0.16164 0.24658 0.32877 0.41370 0.49589 0.58082 0.66575 0.74795
[9] 0.83288 0.91507 1.00000 1.08493 1.16438 1.24932 1.33151 1.41644
[17]1 1.49863 1.58356 1.66849 1.75068 1.83562 1.91781 2.00274 2.08767
[25] 2.16438 2.24932 2.33151 2.41644 2.49863 2.58356 2.66849 2.75068
[33] 2.83562 2.91781 3.00274 3.08767 3.16438 3.24932 3.33151 3.41644
[41] 3.49863 3.58356 3.66849 3.75068 3.83562 3.91781 4.00274 4.08767
[49] 4.16438 4.24932 4.33151 4.41644 4.49863 4.58356 4.66849 4.75068
[57] 4.83562 4.91781 5.00274 5.08767 5.16712 5.25205 5.33425 5.41918
[65] 5.50137 5.58630 5.67123 5.75342 5.83836 5.92055 6.00548 6.09041
[73] 6.16712 6.25205 6.33425 6.41918 6.50137 6.58630 6.67123 6.75342
[81] 6.83836 6.92055 7.00548 7.09041 7.16712 7.25205 7.33425 7.41918
[89] 7.50137 7.58630 7.67123 7.75342 7.83836 7.92055 8.00548 8.09041
[97]1 8.16712 8.25205 8.33425 8.41918 8.50137 8.58630 8.67123 8.75342
[105] 8.83836 8.92055 9.00548 9.09041 9.16986 9.25479 9.33699 9.42192
[113] 9.50411 9.58904 9.67397 9.75616 9.84110 9.92329 10.00822
10.09315

[121] 10.16986 10.25479 10.33699 10.42192 10.50411 10.58904 10.67397
10.75616

[129] 10.84110 10.92329 11.00822
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Figura 10

Suavitzacié dels factors de capitalitzacié unitaris a TMES amb la
restriccié de creixement absolut i sense penalitzacié per variabi-
litat.

Ajust amb restriccions (Smooth monotone)

© VF1mes Real

valfinlmes fit

>
s
==

0,08 1,08 2,09 3,09 4,09 5,09 6,09 7,09 8,09 9,09 10,091 1,09

Figura 11

Suavitzacié dels factors de capitalitzacié unitaris a TMES amb la
restriccié de creixement absolut, amb un factor de penalitzacié
igual a dos i un parametre de suavitzacio A = 1095,

0,0851 085 2,0883 088 4,0885 088 60007 090 8,0009 090 10,093 11,093

Figura 12

Valors reals observats i valors estimats dels factors de capitalitza-
Cié unitaris. La suavitzacio s'ha fet sense restriccions de creixement
perd amb penalitzacié a la derivada segona amb un parametre de
penalitzacio A = 10-%9",

1.40

135

130

125

115

110

100
0.0851 000 19182 836 37514 668 5.5866 501 7.4198 334 9.2551 01701 L1093

Figura 13
Errors de |'estimacio; encara que al tram final es disparen no arri-
ba a ser més de I'1,5 per mil.

0,00100

0,00050

oA ™ A n A

85\/.0% Z.Mz \738 4,\7@/ 088 6,0907 090 8.0\{09 v 0 0,0 11,093

=

000050

0,00100

0,00150

Figura 14
Suavitzacié fine amb 200 nodes mantenint els dos nodes exteriors
i els seus corresponents valors estimats.

0,08 130 252 34 495 617 7.39 .60 9.82 11,04

Figura 15

Velocitat del creixement dels factors unitaris de capitalitzacio a 1
mes calculats amb la primera derivada de la funcié suavitzadora
que hem representat a la figura 14.

VelVF IMesfine

0,070

0,060

0,050

0,040

0,030

0,020

0,010

0,000
0,0851 302 2,5193 736 49536 170 73878 604 9.8211 1,038
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Figura 16

Acceleracié del creixement dels factors de capitalitzacié unitaris,
calculats com la segona derivada de les B-splines que donen lloc a
la funcié suavitzadora de la figura 14.

AccVFIMesfine

0,04

APENDIX

INTRODUCCIO

Un dels objectius que ens hem plantejat és fer una inter-
polacié quan els periodes de capitalitzacié sén superiors a
1DIA, de forma que aixo ens permeti comparar de manera
fiable valors capitalitzats a diferents periodes i amb dife-
rents tipus.

Expliquem els metodes d’interpolacié en un apendix'
per no interrompre el fil conductor que ens ha dut fins
a l'estudi del creixement del valor final d'un capital mit-
jancant I'analisi de dades funcionals (FDA) Acabem aquest
apéndix amb el métode d’estimacio, utilitzant una funcié
B-spline i deixem la resta de detalls de I'estimacié per al
text principal.

La paraula spline no té traducci6 i la definicié que es troba
a Optimot' és: funcié polinomica a trossos que interpola
una serie de nodes, de manera que cada tros és un polino-
mi de grau n i en cada node els dos polinomis concurrents
tenen totes les seves derivades iguals fins a I'ordre n - 1.

A.l. EXEMPLE D’APROXIMACIO MITJANGANT
SPLINES

Volem aproximar la corba de Gauss des de -2 fins a +2
mitjancant polinomis. El primer que hem de fer és dividir
I'interval amb subintervals d’igual dimensié, en aquest cas
considerarem quatre subintervals definits de la manera se-
guent:

(-2,-1] (-1, 0] (0,1] (1,2)

Comencem |'aproximacié amb segments de recta, és a dir,

amb polinomis d’ordre'® 2 i, per tant, de grau 1; convé re-
cordar que I"ordre d'un polinomi és el nombre de parame-
tres que s'han de triar per definir el polinomi mentre que
el grau es refereix a la maxima poténcia de la variable del
polinomi.

A la primera grafica de la figura A1 podem veure
I'aproximacié mitjancant segments de recta, que vénen
donats per les equacions seglents:

1 1
x(t)=—t+— era -2<ts-1
(0 e'*3 p

1 2
x(t)=—t+— era -1<t=0
O] 2it3 P

1 2
x(t)y=—-—=t+— era 0<t=<l
(0 AT

1 1
x({)=—-—t+—- era l<t<2
O)=-ci+s P
x(t)=0 per a qualsevol altre valor

(A1)
Si ara ajustem un polinomi de grau 3, obtindriem amb les
equacions seguents:

x(t)=%><(2+t)2 pera -2<t=-1

2 1
x(t)==-—xt era -1<t=0
(t) ) P

2 1 ,
x(t)==-—xt era 0O<t=l
(1) 33 p
x(t)=%><(2—t)2 pera l<t<2

x(t)=0 per a qualsevol altre valor

(A2)
La grafica representada a la figura A2 s’ajusta una mica
més a la campana de Gauss, si bé encara no hem aconse-

guit una representacioé gaire afinada.

Ara ajustem un polinomi d’ordre 4 o de grau 3 definit per
les equacions seglents:
1 3
x(l)=gx(2+t) pera -2<t=-1

x(t)=é><(4—6f2—3t3) pera -1<t=<0

x(f)=éx(4—6t2+3t3) pera 0O<tsl
X(f)=é><(2—t)3 pera l<t<?2
x()=0 per a qualsevol altre valor

(A3)

4 Es pot prescindir de la lectura d'aquest apéndix si el lector és coneixedor del tema que tractem aqui.

> Optimot és un servei de diccionari, traduccio, etc. de la Generalitat de Catalunya.

16 Es convenient treballar amb I'ordre del polinomi en comptes del grau, perqué el conjunt de tots els polinomis de grau n-7 no és un espai lineal, mentre
que si ho és el conjunt de tots els polinomis d’ordre n. També cal recordar que un polinomi d’ordre n té n graus de llibertat. (De Boor, 2001, pag. 1).
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Ara si que hem aconseguit una representacié grafica bas-
tant aproximada de la campana de Gauss (figura A3).

A.2 NODES I GRAUS DE LLIBERTAT

En general, el primer pas d'un ajust per splines consisteix
a dividir l'interval (#,, t,) en L subintervals mitjancant els
punts equidistants o no (7,; /=1,2,...,L-1); amb aixo els
intervals son: (¢, =7, ,7,]1(7, ,7,]...(z,, ,T, =t,).

En exemples construits per il-lustrar el que es demostra, es
prenen els intervals iguals i no tenim cap problema, pero
quan es tracta d’'observacions que s’han obtingut en inter-
vals desiguals, és quan es demostra la fiabilitat de I’'analisi
funcional de dades que ens permet fer particions unifor-
mes o com diu de Boor (2001) good meshes."”

Els dos extrems de I'interval total i tots els punts utilitzats per
definir els intervals es designen amb el nom de nodes™ ; ¢, i ¢,
son els nodes exteriors i els que hem utilitzat per definir
els intervals son nodes interiors.

A I'exemple de la campana de Gauss, el nombre total de
nodes és L = 5 dels quals dos sén exteriors: -2 i 2, i la resta
son nodes interiors: -1, 0i 1.

La grafica A1 correspon a polinomis ajustats d'ordre 2 i
grau 1: sén segments de linies rectes; la grafica A2 és una
representacié grafica de polinomis ajustats d’ordre 3 i de
grau 2. En realitat son segments de paraboles de segon
grau. Finalment, la figura A3 correspon a la representacio
grafica de polinomis ajustats d’ordre 4 i grau igual a 3,
sén segments de paraboles cibiques. Es evident doncs, que
a mesura que incrementem l'ordre (i conseqientment el
grau) dels polinomis, s'Taugmenta la bondat de I'ajust.

Per definir un segment de linia recta tenim dos graus de
llibertat, tants com I'ordre del polinomi, i, per tant, amb
els quatre segments de linia recta disposem de 8 graus de
llibertat (4 rectes per a 2 coeficients), perdo com que volem
que I'spline resultant sigui continu en perdem 3, un per
cada vertex, aixo ens déna un total de 5 graus de llibertat.

En el cas de I'spline d’ordre 3, disposem de 3 graus de Ili-
bertat per a cadascun dels quatre polinomis, aixdo déna un
total de 12 (3 per a 4 polinomis), pero en aquest cas I'spline
és continu i derivable en cadascun dels 3 vertex, és a dir,
que en perdem 3 per continuitat i 3 per derivabilitat, en

total 6, que restats dels 12 que teniem déna un net de 6
graus de llibertat.

Amb el mateix calcul, a I'spline d’ordre quatre, tenim 4
graus de llibertat per quatre polinomis que déna un total
de 16, perdent 3 en continuitat, 3 en la derivada primera i
3 en la derivada segona, aixo déna un total de 9, que res-
tats dels 16 inicials resulta un net de 7 graus de llibertat. La
taula A1 resumeix els calculs:

7 A les aplicacions practiques, la primera estimacié, la farem amb les observacions tal com vénen; per a la interpolacié utilitzarem intervals iguals.
'8 Estrictament parlant hauriem de dir punts de ruptura o punts de control; de totes maneres si els nodes no sén coincidents com passa en totes les aplicaci-
ons practiques que fem aqui és correcte utilitzar aquesta terminologia (Ramsay & Silverman (pag. 48 i 49).
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Taula Al
Ordre | Nimero de polinomis Classe 0 | Classe 1 | Classe 2 | Graus de llibertat nets
2 4 3 - - (2x4) -3 =5
3 4 3 3 - (3x4)-3-3=6
4 4 3 3 3 (4x4)-3-3-3=7

Una altra manera de comptar els graus de llibertat roma-

nents consisteix a sumar a l'ordre el nombre de nodes in-
teriors, resulta:

Taula A2
Ordre del polinomi | Nodes interiors Graus de llibertat
2 3 2+3=5
3 3 3+3=6
4 3 4+3=7

Veiem que quan incrementem |'ordre obtenim una millor
aproximacié, de manera que per a l'ordre 4 |'aproximacio
és tan bona que fins i tot les derivades de segon ordre sén
continues, tal com es pot comprovar a la tercera de les gra-
fiques i a partir dels valors que prenen les derivades sego-
nes en els nodes interiors:

Taula A3

Derivades segones Nodes interiors Valors a I'esquerra Valors a la dreta
x"(t)y=2+t -1 - x"(-) =1
x"(t)y=-2-3¢ -1 x'(=1) =1 -
x"(ty=-2-3t 0 - x"(0)=-2
xX"(t)y=-2+3¢ 0 x"(0)= -2 -
x"(t)=-2+3t 1 - x')=1
xX'"(t)=2-t 1 X" =1 -

Queda clar que per aconseguir splines més flexibles no te-
nim altra opcié que:

I. incrementar I'ordre dels segments polindmics i/o

Il. incrementar el nombre de nodes no coincidents.

Respecte a la primera de les dues possibilitats ja sabem la
complexitat de calcul quan utilitzem polinomis d’ordre cin-
queé i superior.

Respecte a la segona només cal dir que si disposem de N
dades, que poden ser centenars o milers d’observacions,
i a cadascuna li assignem un node interior, tindriem N-2
nodes interiors. Hem de cercar, doncs, un métode que sim-
plifiqui el nombre d’operacions i que sigui flexible.
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EXEMPLE A.2

Ens proporcionen les dades seglUents de valoracié
d'una inversi6 en moments equidistants de temps:
C(t,)=100; C(t,)=103; C(t,)=107; C(t,)=108.

Volem fer una interpolacié polinomica utilitzant la férmu-
la de Newton:

p,(O)=a +a,(t-t)+a,(t-t)t=t)+...+a,(t-t)t-t)...(t-t, )
(A4)

L'ordre d'aquest polinomi és n i, per tant, el seu grau és:

n-1.

En el cas de I'exemple, el polinomi sera d’'ordre 4 perqué
disposem de quatre dades. Aixi, el sistema d'equacions que
formarem per resoldre’l respecte a les incognites sera com-
patible i determinat. El polinomi, és:

p4(t) =a t+a, [t_to]"'as [t_to][t_t1]+a4 [t_to][t_tl)][l_lz]

Atés que els intervals de temps son iguals, els podriem
prendre com unitat de mesura: ¢, —t, =t, —t, =t; -, =1, i,
per tant, tindriem que ¢, =0, ¢, =1, ¢, =2, 1, =3,

Substituint successivament I'equacié (A4), obtenim els va-
lors seglients per als parametres a,,a,,a, i a,;
p,(0)=C(0)=a, =100

p.()=C(1)=103=100+a,(1-0) = a, =3

p(2)=C2)=107=100+3x(2-0)+a, x(2-0)x(2-1) = a3=;
p4(3)EC(3)5108=100+3x3+%x3x(3—1)+a4x3x(3—1)x(3—2) = a4=—%

El polinomi que cerquem és:

p.()=C(t) = 100+3z+%z (t—l)—%t t-D(t-2)

O, bé:

C@t)= 100+ L4242 —gﬁ
6 2 3

A.3 GENERALITZACIO:

LA FORMULA D’INTERPOLACIO DE NEWTON®®

El polinomi interpolador de Newton es pot generalitzar
facilment per a qualsevol conjunt de punts i ordre del po-
linomi.

Aixi si volem aproximar la funcié f(x) mitjangant un poli-
nomi d’ordre n, escriurem |'expressio:

P, (X)=a; +a,(x = x)) +as;(x —x )(x = x)) +...+a,(x—x )(x—x)..(x—x,_,)

(as)

Atés que el polinomi és d’ordre n, el grau del polinomi que
correspondra a la poténcia més gran seran-1.

Designant per a f, = f(x,), f; = f(x),..0, [, = f(x;),..., €ls
punts de la funcié f(x) pels quals ha de passar el polinomi
p,(x), els coeficients «a,, a,,..., a,,... es poden trobar facil-
ment, tal com podem veure a continuacié.
Si disposem d'una Unica observacié f,, el polinomi és
d’ordre 1 (grau 0), queda reduit a una constant que po-
dem trobar substituint x per £, a I'expressié (A2), | resulta:

pi(x)=a =f,
(AB)
Si disposem de dos punts /f, i f,, el polinomi és d'ordre 2 (o
grau: 1):
P,(X) =a, +a,(x - x)

Tenint en compte que coneixem p,(X,) = 4, = f,, queda:

p(x)-a,  p,(x)-p(x) _ fi-/

p(x)=a +a,(x,-x,) = a,= . =22 D0r — oL =0
X=X X=X X=X

(A7)

Podem establir la llei de recurréncia per a un polinomi
d'ordre 2:

P, (xX) = p,(x) +a,(x - x)
També per a un polinomi d’ordre 3:

P3(x) = p(0) + a5 (x —x))(x —x,) = pz(x)"'a}l_h[(x_x;/)

I, per a qualsevol polinomi d’ordre k:
k=2
Pe() = P (0 + @ (x=x0). (¥ = x,5) =pk-l(x)+ak1'h[(x—x,)
j=
(A8)
Per trobar el valor del coeficient a, del darrer polinomi

(A8) hem de substituir x per x,_,, i resulta:

=
P ) =pia(x ) +a, rh[(xk—] - x_,-)
=

(A9)
Aillant a, i tenint en compte que p,(x,_,) = f,_::
a, = fi:z =P (%))
]_!:(xk—l -Xx;)
=
(A10)

9 Es pot consultar: Conde, C., Hidalgo, A. i Lopez, A. 2007 “Interpolacién polinémica”, Universidad Politécnica de Madrid.
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A.3.1 PROPIETATS
¢ En els calculs successius dels coeficients del polinomi hem
vist que @, depén de tots els punts x: x,, x, ,..., x,_, per
aquesta rad es pot dir que a, és una funcié dels punts®
anteriors al x, que pren la variable independent x.
e Els valors dels parametres «, ,..., a, depenen dels argu-
ments X: Xy, X, ,..., X,; perdo no depenen de l'ordre en
que s'hagin pres perqué el polinomi interpolador depén
només de les dades i no de I'ordre?'.
e Si hi afegim una observacié x,, tots els calculs prece-
dents ens serveixen i tenim que el coeficient de la potén-
cia afegida al polinomi és:

S = pi(x,)

ak+1 k-1

]l(xk -x;)

(A8)

A.3.2 CONTINUACIO EXEMPLE A3
A l'exemple del capital ens proporcionen la nova obser-
vacio: C(4) =112; per poder aplicar la férmula (A8), hem
de calcular el valor del polinomi p,(x,), ambk =4ix, =4
, s'obté:

p4M)=100+3x4+%4(4—D—§4(4—1K4—2#102

Substituint a (B10) i tenint en compte que f, =C(4)=112
, resulta:
Cfimpa(x)  112-102 5

as —

T3 4x3x2x1 12
H(4 - x‘/)
J=

I, el polinomi d’ordre 5 que aproxima la funcié C(t), és:
1 2 5
Ps(©)= 0O =100+3t+ - (1= =S (=D =2)+ 1 (=D =2)(t-3)

A.4 DIFERENCIES DIVIDIDES
I EL POLINOMI DE NEWTON
Donada una funcié f(x) avaluada exclusivament en els
punts discrets:

X3 X5 XgseeesXineeny X, 5, X

n-1,

en els quals prenen els valors:
Jo =) fi =SSy = S fo = S (XDeees [ = S (6,0 f 0 = S (x,0)

ens demanen que calculem el polinomi interpolador de
Newton:

P, (¥)=a; +a,(x—x)) +a;(x —x )(x —x) +...+a,(x=x ) (x=x)...(x—x,,)

Els coeficients es calculen aplicant les férmules que ja hem
deduit abans i que son:

pl(xo) =4a, =f(xo)

_ P,(x) = pi(x,)
a, =—"———"——
X=Xy
(A11)
Pero, ates que p,(x,) és una funcié de x, i de x, podem

substituir-ho per p,(x,) = f(x,,x,)?% llavors tenim:

0 = P, (x) = p(x,) _ S (xgsx) = f(x))

2

X =X X =X
(A12)
Per a;:
_ Pi(x) = py(x) _f(xmx]:xz)_f(xmxl)
, = =
(3, = x)(x, = x;) (3, = x)(x; = x;)
(A13)
I, en general, segons (A7):
_ fk—l _pk—l(xk—z) _ f(x(lsxl"“axk—l)_f(x()axla'“axk—z)
A =7 - k-2
H(xk—l_xj) H(xk—l_xj)
J= J=
(A14)

Respecte al que acabem de fer, hem d’assenyalar el se-

glent:
e Ales formules de (A12) a (A14) hem substituit el valor del
polinomi d'ordre k: p;(x,.;) per I'expressi6 més explicita
S (x5 %55, %) i el del polinomi d’ordre k —1: 2 (X,_,)
per: f(xy,x,,...,X,_,), per tal de posar de manifest els para-
metres que intervenen en el calcul dels coeficients del po-
linomi interpolador.

A.5 DEFINICIO DE DIFERENCIA DIVIDIDA
Es diu diferencia dividida (d.d) d'ordre k de la fun-
ci6 f(x) avaluada exclusivament en els k punts discrets

Xo> X Xgseees Xjoee s X5 Xy a |"expressio:

SO X, ) = (X0, X0 X, )

(% =)

.f-(xosxlr"'xk71)=

(A15)
Les diferéncies dividides (d.d.) de primer ordre sén:
F(xy.x,) = J(x) = f(xy) s f(3x) = S(x) = f(x) ’
(xl _xo) (‘xi _xz-l)
f(x,.x,) = M, ......
(xi+l _xi)
(A16)

20 De Boor (2001) en diu sites; Ramsay i Silverman (2005), breakpoints; Conde, Hidalgo i Lopez (2007) i Paluszny, Prautzsch i Boehm (2002), punts de control.

2! La demostracio es pot veure a de Boor pag. 4.

2 Quan escrivim p,(x)) = f(x,.x,) volem indicar que el polinomi d'ordre 2 és una funcié discreta, avaluada exclusivament en els punts x, i x,. Val també per a

tota la resta de polinomis.
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Mentre que les d.d.de segon ordre s'obtenen de |'expressio:

S, x,x,) = SO %) = S (0% s ofi igual a 1finsa(k—1)

X —X;
( i+l 17]) (A17)

A la taula A5 hem desenvolupat les d.d. d'una funcié
d'ordre n. Com podem veure només s'obté una diferéncia
dividida d’'ordre n -1, per tant, totes les d.d. d’ordre poste-
rior sén iguals a zero.

A.5.1 CONSEQUENCIES DE LA DEFINICIO:

Veiem que a la primera fila de la taula hi ha calculats els
coeficients del polinomi interpolador de Newton, que ara
quedaria escrit de la manera seguent:

P,(X) = f(xo) + [ (x0,x )(x = xp) .o+ [ (X0, X500 X, )X =X0) e (x =X, )

essent :
S(XgsX)eee Xy ) = S0 X) = [0 %i0) =a, per Yk=01,..n
Xe-1 =%
(A18)
EXEMPLE A .4

Si apliqguem el concepte d.d. a I'exemple de la interpolacié
d’un polinomi al valor final d'un capital, veiem que a la
primera fila de la taula A4 apareixen tots els coeficients
del polinomi que hem pogut calcular d'una manera molt
senzilla.

A.6 LA FORMA DE LA CORBA I LES DIFERENCIES
DIVIDIDES D’UNA FUNCIO

Quan hem volgut saber la forma de la corba de creixement
del valor final d'un capital, hem utilitzat una expressio
aproximada, que ens proporciona la concavitat o conve-
xitat d’'una funcié en un interval de temps; la férmula és:

Ct.)-C@) C@)-C,)

" Lin =L L=t
C (t,) ~ i+l 1
L — i
(A19)
Tenint en compte que C@)-C.) Ct.)-C@)
L=t L =1
sén les dd. primeres de la funcié

C@t),((=1,2,....i-1,i,i+1,....,n=2), les podem substituir
per les expressions (A16), i resulta:

(tmali) _C(ti’tf—l)
Lig —liy

i+

=<

(A20)

Férmula que correspon a I'expressié general de les diferén-
cies dividides de segon ordre de la funcié C(¢).

A mesura que incrementem |'ordre de les d.d. augmenta
el grau del polinomi interpolador i, en conseqtiéncia, mi-

llora la qualitat de I'ajust a la funcié desitjada. Com que
es pot disposar d'un algorisme de calcul senzill i de facil
implementacié informatica, aquesta tasca queda parcial-
ment resolta; només ens falta poder triar els splines d'una
manera directa i segura.

A.7 DIFERENCIES DIVIDIDES DEL MONOMI ( - )"
Prenent com a funcié el monomi (+-x)"", calculem les
diferéncies dividides fins a |'ordre k per a la successio
monotona creixentde nodesde t: (¢, 7., 0,5 5eees £y 5t 04),
les diferéncies primeres sén:

k- k-
(t =07 =, -0
L=t

J+

=f(tj5tj+l)

(t/'+2 - ‘X)/P1 - (t/'+] - x)/“I

= f(t/+1 atj+2)

k-1 k-1
(Z/'+k—l -x)" - (t,ur/;fz -x)

t -t

= f(tj+k—27t]+l<—l)

J+k-1 j+k-2

k-1 k-1
([_/Jrk -x) - (t/#;fl -x)

= f(t]+l<—l ’tj+k)

t/'+k _t/+k71
(A21)
Les diferencies dividides de segon ordre son:
f(t,'nat/u)_f(l,'a[/n)
L2 =1,
f(f/+A-1 5tj+l<) - f(tb/‘+/\'—2>tj+lx—l)
l_/+l\' _t‘/+k—2
(A22)
Finalment, I'Gnica diferencia dividida d’ordre k és:
S tygsesty) =Wyt pneest g )
L= 1
(A23)

A.8 DEFINICIO DE B-SPLINE
¢ Es defineix la j-&ssima B-spline d'ordre k per a la successid
monotona creixent de nodes de t: (5 1,158 00 5ees Lot st 0s)
mitjan¢ant la férmula:

Bj.k.t(x) = (tj+k _[/‘)'[/-(tj+]’tj+2”"’tj+k)_fl(tj’tjﬂ""’Zj+k—]):|

(A19)
e On I:.f(tj+l’tj+27‘”7tj+k)_.f(tjvtj+1""7tj+k—l):| és el numera-
dor de (A18), que és la diferencia dividida d’ordre k de
la funcio.
¢ Fora de la successié que defineix t, el valor de la B-spline

és zero.
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Aquesta és la definicié d’'una base de splines o una B-
spline, d'acord amb la terminologia utilitzada per de Boor
pag. 87, encara que ell cita Curry-Schoenberg (1947) com
als primer autors que la defineixen.

A.8.1 PROPIETATS DE LES B-SPLINE
1) Aqui hem preferit definir les B-spline a partir del con-
cepte de diferéncies dividides d'una funcid, per posar de
manifest la facilitat de calcul dels coeficients dels poli-
nomis interpoladors. Llavors no té importancia la quanti-
tat d’observacions que disposem (centenars, milers, etc.),
perque els calculs del polinomi interpolador es simplifi-
quen extraordinariament.
2) També es posa de manifest la transicié suau d'un spline
al segtent i depenent del grau de la base de splines que
prenguem, aquesta transicié suau es pot estendre a les
derivades primeres, segones, etc.
3) Es pot definir la base de splines a partir de la férmu-
la de recurréncia, tenint en compte que una B-spline
d'ordre 1 esta formada per segments de rectes paral-leles
a l'eix d'abscisses per a tots els valors de t i zero en la
resta; les B-spline d'ordre 2 s6n segments de rectes, etc.
Pero és més comode fer-ho amb diferéncies dividides per
facilitar els calculs i potser també la comprensié.
4) Tenint en compte que la suma algebraica de splines és
també una spline i que la combinacié lineal de splines és
una spline, una combinacié lineal de B-splines és també
una spline que es denomina funcié spline. (de Boor pag.
93).
5) Encara que hi ha molts camins per construir aquestes
bases de B-splines, el sistema desenvolupat per de Boor
(2001) és el més popular. El codi per treballar amb B-
splines esta disponible en un ampli rang de Illenguatges
de programacio, incloent-hi R S-PLUS® i MATLAB®. Com
veurem més endavant, hem utilitzat els programes en R,
perque és un programa d’'Us lliure, en el qual estan dis-
ponibles tots els paquets necessaris per dur a terme els
calculs pertinents. (Ramsay i Silverman (2005) pag. 49.

A.9 ESTIMACIO PER MINIMS QUADRATS ORDINA-
RIS (MQO) AMB UNA FUNCIO B-SPLINE
Encara que sigui molt coneguda la férmula d'aplicacié dels
MQO és convenient fer una petita introduccio, sobretot
per introduir alguns conceptes com:

e La determinacié del grau de les B-splines.

e La funcié B-spline que sera |'estimador.

¢ El nombre de funcions bases que forma part de la fun-

ci6 d'estimacio.

Si disposem de n observacions, I'equacio (29) es pot escriu-

re en forma matricial:
y =x(t)+gony, x(t) i € sén vectors columna d’ordre n

(A21)
La funcié que prenem com estimador de x(t) és una funcid
spline, d'acord amb la propietat 4 de I'epigraf B.8.1, que
es pot escriure:

x(t) = chBk )

x(#)] [B@) B,(@) B ()] [a
x(t,) - B/(t,) B,(t,) B, (t,) e
x(t,) B/(t,) B,(t,) B (t)]| |c.
(A22)
O bé, abreujadament:
x(1)=B(t) ¢
(A23)

On B és la matriu d’ordre nx K formada per B-splines, sent
K el nombre de B-splines contingudes a la funcié suavit-
zadora.

Substituint (A23) a (A21), resulta:
y=Bc+¢
(A24)
Cal recordar que els errors han de ser independents de y,
a més han d’estar idénticament distribuits; si no estigues-
sin idénticament distribuits hauriem de conéixer la matriu
de variancies dels errors i aplicar-hi minims quadrats pon-
derats.

Per obtenir els estimadors MQO de (C4) hem de trobar
el vector de parametres c que minimitza la suma d’errors al
quadrat: €'s; si calculem, doncs, la derivada de ¢'e igualant-
la a zero i resolem I'equacié (matricial), resulta:

y=Bé=(B'B)"'By
(A25)
Que és la coneguda férmula dels estimadors MQO, pero
recordant un cop més que B és una matriu formada per
B-splines.
e El grau de les B-splines depén de les condicions que im-
posem a les splines; com que aqui estem interessats en el
comportament, és a dir el creixement i decreixement, i la
concavitat, la convexitat i els punts d'inflexio, de la funcio
d'acceleracié w(z), necessitarem fins a la derivada tercera
d'aquesta. | tenint en compte que l'acceleracié és la de-
rivada segona del valor final del capital C(t) resulta que
el grau de les B-splines és de 5 amb la qual cosa 'ordre
sera de 6.

2 Els calculs necessaris per trobar les B-splines i demés instruments estadistics i computacionals utilitzats en aquest treball han estat fets amb el programa de
lliure accés: R Foundation for Statistical Computing, Viena, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R-project.org/.
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e El suavitzador és una funcié B-spline que es construeix
a partir de la combinacié lineal de B-splines d'ordre 6 en
el nostre cas.

¢ El nombre de B-splines o bases de splines necessaries per
definir el suavitzador ve donat, segons hem demostrat a
I'epigraf A.2 d’aquest apéndix, pel nombre de nusos inte-
riors més |'ordre; si hi ha 23 nusos interiors i I'ordre és 6,
el nombre de B-splines és 29.
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TAULES I FIGURES
DE I’APENDIX

Taula A4
Funcié Diferencies dividides de primer ordre | Diferéencies dividides de segon ordre | Diferéncies dividides de tercer ordre
0 | f(0) =100 : 103-100 _
‘f(0,1)=ﬁ=3 f(O,1,2)=4 3 =1 3.1 5
2o 2 f0123) =22~
3-0 3
1 [ f(1)=103 X 107-103 1-4 3
fA2)=———=4 123)=— ===
2 _1 f( tEat] ) 3 _1 2
2 | f(2) =107 108-107
23)=—=1
r@3==-
3 | f(3) =108
Taula A5
Diferéncies dividides d'una funcié d’ordre n
Punts | Valors de la | Diferencies dividides de primer | Diferencies dividides de segon ordre Diferencies dividides d’ordre
funcio ordre n-1
X g = - f - p X X, )= f(XpeesX
0 .f(x()) a, f(xg,xl) _ f(x]) f(xu) _ f(x()’xl’xz) _ .f(xpxz) f(‘c():x1) - a, f(A\\,,A\‘,A”X”’)='f(>“'“"":) 77‘(.“ "'")=u,,
X, =X, X, = X, Tt~ %
i S(x) (x,) - f(x . S (y,x5) = f(3x,,%,)
) = LS G) Py = LG22 = G,
X, =X, X5 =X,
B 1) ()= f(x,)
S(xy,x5) = R
Xy — X,
‘anZ .f(xwz) y _f
Fx,.x) = S, = S(x,5)
: xnfl _xan
T f(x,00)
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CONCLUSIONS I PROLONGACIO DEL TREBALL

En les pagines que precedeixen aquestes conclusions hem
fet palés que I'aplicacié de I'analisi de dades funcionals
(fda) al creixement del valor final d'un capital és possible
i que, a més a més, s'enforteixen els principis basics de la
matematica financera en el sentit que no només tenim en
compte el creixement estricte, sind que veiem com aquest
es produeix al llarg del temps mitjancant la introduccié de
la velocitat i I'acceleracié del creixement. Es a dir, ens hem
lliurat del requeriment de creixement uniforme i/o cons-
tant del valor final d'un capital.

Aquest primer treball té com a limitacié el termini tempo-
ral dels tipus d’interés elegits, atés que no hem considerat
tipus de periodicitat superior a I'any i també que tots els
tipus considerats son al comptat.

Com a tasca futura immediata ens proposem ampliar
I’estudi en una doble vessant: d'una banda, considerar ti-
pus a termini i veure la relacié que existeix ( si és que real-
ment existeix) entre els tipus al comptat i els tipus forward,
i de I'altra, incloure en I'analisi el comportament dels tipus
cupo zero.

En aquesta darrera aplicacié pensem que |'analisi de dades
funcionals hi té un paper molt important, en el sentit que
pot proporcionar interpolacions acurades sobretot si te-
nim en compte que els terminis que cotitzen en el mercat
al comptat sén llargs i molt espaiats en el temps.
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Els calculs necessaris per trobar les B-splines i demés instruments
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